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ORDONNES ESCAMOTABLI~S El? POINTS FIXES 
Julien CONSTANTIN et Gilles FOURNIER 
D~partement de Math~matiques, Universit~ de Sherbrooke, Sherbrooke, Quebec, Canada 
Dedi6 h E. Corominas 
Using the approach recently initiated by Baclawski and Bj6rner about fixed point problems in 
posets, we generalize the notion of a dismantlable poset and obtain new fixed point theorems 
and new proofs of known ones. 
Let P be a finite poset. If x ~< y or y ~< x, we say that x is comparable to y and write x ~ y. 
ptP] denotes the set of all maps f :P - -> P which preserve comparability. P is dismantlable if
P = {x 1, x 2 . . . . .  xn}, where, for i = 1, 2 . . . . .  n - 1, x~ has precisely one lower cover or precisely 
one upper cover in P \{x l ,  x 2 . . . . .  xa_l}. Let [PI be a geometric realization of the simplicial 
complex of all chains of P. If [P[ has the homotopy type of a point, we say that P is contractible. 
Baclawski and Bj6rner have shown that a dismantlable poset is contractible and that a 
contractible poset has the fixed point property: every order-preserving map / :P - -> P has at 
least one fixed point. 
In this paper, we generalize to every f ~ PtP] a discrete form of the Hopf-Lefschetz fixed 
point theorem first proved by Baclawski and B j f rner  for order-preserving or order-reversing 
maps. We also show that P is dismantlable if and only if there is [1, f2 . . . . .  [n ~ PtP] such that 
Ie ~f l  ~ f2 ~ ' ' "  ~ fn, where Ip is the identity and fn a constant map. 
For C = P, V c denotes the set of all x ~ P such that x is comparable to every element of C, 
and W c = Vc \  C. We say that x ~ P is retractable ('escamotable') in P if Wtx } = W x is contracti- 
ble. We call P retractable if P={Xl ,  X 2 . . . . .  Y'nl where, for each i=1,2  . . . . .  n - l ,  x i is 
retractable in P \{x l ,  x 2 . . . . .  xi_l}. A subset A of P is a deformation retract of P if there exists 
a continuous map h : IP[ x I ~ IPI such that 
(1) h(x, t )=x ,  for all (x, t)e( lPlx{O})U(lAlxI) ,  
(2) h(lP[ x {11): IA[. 
We prove the following: 
(1) x is retractable in P if and only if W x is a deformation retract of Vx; 
(2) if x is retractable in P, then P \{x} is a deformation retract of P; 
(3) P dismanflable ~ P retractable ~ P contractible, but the reverse implications are false. 
A c P is a outset of P if every maximal chain of P meets A. A outset A is coherent in P if 
every nonempty subset of A having a lower bound or an upper bound in P has either a join or 
a meet in P. 
"Ilheorem. If B c p is such that for every nonempty chain C c p \ B, We NB is contractible, then 
(1) B is a deformation retract of P, 
(2) every x ~ P \B  is retractable in P, 
(3) P is contractible if and only if B is. 
Such a B is, of course, a cutset of P, not necessarily coherent. From this theorem we deduce a 
result of Baclawski and Bj6rner about coherent outsets, and the following generalization of 
another of their theorems: 
Theorwa. For x, 
minimal1. 
If there exists 
contractible. 
An easy corollary is the 'intriguing' result of Baelawski and BjSrner that if L is a finite 
non-complemented lattice, then L \{0, 11 has the fixed point property. 
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y~P let xVy={vn_ l [X=Vo-V l~V2 . . . . .  V=_l~Vn=Y, Vo~V 1 and n 
an xeP  such that, for all yeP\{x} ,  xVy  is contractible, then P itself is 
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Nous inspirant des m6thodes de Baclawski et Bj6mer, nous introduisons, pour les ensembles 
ordonn6s finis, la notion d'ordonn6s escamotables qui indue en particulier les ordonn6es 
d6montables, et qui, comme eux, sont contractiles et ont la propri6t6 du point fixe. Nous 
g6n6ralisons un th6or~me de Baclawsld et Bj6rner sur les coupures coh6rentes d'un ordonn6 
ainsi que le th6or~me de ces auteurs sur la propri6t6 du point fixe pour les treillis non 
compl6ment6s. Enfin, nous 6tendons la version discrete de Baclawski et Bj6mer du th6or~me 
de point fixe de Hopf-Lefschetz aux fonctions pr6servant la comparabilit6 et nous caract6risons 
les ordonn6s d6montables au moyen de ces fonctions. 
Introduction 
Dans ce travail, nous pr6sentons un certain nombre de propositions concemant 
les points fixes des endofonctions d'un ensemble ordonn6 fini et inspir6es des 
r6sultats de Baclawski et Bj6rner [2-4]. (P, ~<) 6tant un ensemble ordonn6, une 
endofonction est une application f :  P ~ P. Si f (x )  = x pour x ~ P, on dit que x est 
un point fixe de f. L'ordonn6 P a la propd6t6 du point fixe si toute endofonction 
croissante de P poss~de au moins un point fixe. Line question se pose naturelle- 
ment: caract6fiser les ordonnbs ayant la propri6t6 du point fixe. Dans le cas o~ P 
est un treiUis, la r6ponse est connue depuis longtemps: un treillis est complet si et 
settlement si il a la propri6t6 du point fixe [7, 17, 24]. Ce th6or~me a trouv6 
diverses applications, la plus connue 6tant une d6monstration tr~s simple du 
th6or~me de Cantor-Bernstein. 
Lorsque P n'est pas un treillis, la question s'est av6r6e singuli~rement plus 
diflicile et une r6ponse satisfaisante ne paralt pas encore en vue. Depuis quelques 
ann6es, diti6rents chercheurs s'y sont attaqu6s, et tr~s particuli~rement Ivan Rival 
et son groupe [8-12, 15, 16, 19-22], et ont obtenu bien des r6sultats int6ressants. 
Notons justement l'introduction des ordonnbs d6montables 1 qui ont la propri6t6 
du point fixe, et de la notion de r6tracte dont l' importance dans cette question est 
sugg6r6e par divers th6or~mes dont le suivant: un ordonn6 fini n'a pas la 
propd6t6 du point flxe si et seulement si il poss~de un r6tracte qui a un 
automorphisme sans point fixe [8]. 
R6cemment, Baclawski et Bj6rner ont introduit dans ce probl~me des 
m6thodes de topologie alg6brique: ~t un ordonn6 P, ils assoeient le complexe 
simplicial A(P)  des chalnes fmies de Pet  sa r6alisation g6om6trique [P[. Le 
r6sultat-cl6, pour P fini, est clue si [PI a le type d'homotopie d'un point, alors P a 
la propri6t6 du point fixe. Ils en tirent nombre de r6sultats int6ressants, certains 
connus, plusieurs nouveaux et parfois m6me inattendus, particuli~rement le 
suivant: si L est un treillis firti non complement6, alors L \{0, 1} a la propri6t6 du 
point fixe. 
t Les auteurs remercient l'arbitre d'avoir signal6 ~t leur attention l'article de Stong [23] "that seems 
to  have been neglected in the modern era . . ,  some of the early notions of dismantlability were already 
implicit in that paper". On y trouve aussi des r6sultats int6ressants sur la contractilit6 et les r6tractes 
par d6formation. 
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Le pr6sent ravail a 6t6 inspir6 par les m6thodes et les r6sultats de Baclawski et 
Bj6rner, mais, h leur diti6rence, nous nous limiterons aux ordonn6s finis. Dans 
[2], ces auteurs 6tablissent, pour les fonctions croissantes et pour les fonctions 
d6croissantes une version discrete du th6or~me de point fixe de Hopf-Lefschetz. 
Dans la premiere section de ce travail, nous g6n6ralisons ce r6sultat aux fonctions 
pr6servant la comparabilit6, unifiant les preuves pour les fonctions croissantes et 
d6croissantes. Nous donnons, dans la section suivante, une nouvelle 
caract6risation d'ordonn6 d6montable h partir des fonctions pr6servant la 
comparabilit6. Dans une troisi~me section, nous introduisons la notion d'ordonn6 
escamotable, qui g6n6ralise celle des ordonn6s d6montables, et nous la d6crivons 
au moyen de la notion de r6tracte par d6formation. A la Section 4, nous 
introduisons une nouvelle condition assez g6n6rale sur une coupure d'un ordonn6 
P, qui entralne la propri6t6 du point fixe pour P et dont on d6duit, entre autre, un 
th6or~me de Baclawski et Bj6rner sur les coupures coh6rentes et, h la Section 5, 
une g6n6ralisation du th6or~me des m6mes auteurs ur la propri6t6 du point fixe 
pour les treillis non compl6ment6s. 
1. Un th&n'~me de Hopf-Lefschetz 
Soit (P, ~<) un ensemble ordonn6. Pour x, y e P, si x ~< you  x >I y, on dira que x 
est comparable ~ yet  on 6crira x -  y. S ix  > y et s'il n'existe aucun z e P tel que 
x < z < y, on 6cdra x < yet  on dira que y couvre x. Une chalne de Pest  une 
partie de P totalement ordonn6e pour l'ordre induit. A(P) est le complexe 
simplicial dont les simplexes ont les chaines finies de P. Comme dans [2], IPI ou 
[A(P)[ d6signe une r6alisation g6om6trique du complexe A(P), C, (P )= 
C,(A(P) ,  Q) est l'espace vectoriel sur Q ayant comme base les chaines de 
longueur net  H ,  (P )= H,(A(P), Q) est le ni~me groupe d'homologie simpliciale 
de IPI (voir, par exemple, [6]). 
Une application f:P---> P pr6serve la comparabilit6, ou les cha~nes, si x -y  
implique f (x )~f (y) .  Pour une 
lin6aires C.( f )"  C~(P) --> C~ (P), 
manibre habituelle. Un cycle 
{a, f(a), f2(a),.. . ,  f '(a) = a} oil 
Lefschetz de f est donn6 par 
telle application, on d6finit les applications 
et Ifl:lPl lel de la 
de fes t  un ensemble de la forme C~= 
i e N* = N \{0}. Si Pes t  fini, le nombre de 
Aft)= ~ (-1)"T,(C,(f))= ~, (-1)"T,.(/-L(.f)). 
La caract6ristique d'Euler-Poincar6 de P est le nombre 
X(P) = ~ ( -1)"  d im(H. (P ) )= A(Ip), 
ofl Ip est l'application identit6 de P. 
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Posons, pour f :  P ---> P prgservant - ,  
ef  = {x e e I f (x )  = x}, 
Qf = {x e P Ix = f2(x) ~ f(x)}, 
M s = {x e P I (V n e~*, x <~ f"(x)) et (3 i e~d*, x = f(x))}. 
On a Pf ~ Qf ~ M s. Notons que si x e M s, alors x est comparable ~t out 616ment de 
{x, f(x), f2 (x ) , . . . ,  f - t (x )}= C~ et donc f(x) est comparable h tout 616ment de 
{f(x), rE(x), f3 (x) , . . . ,  f ' (x)= x}= C~, etc., de sorte que C~ est une chaine, d'oCa 
l'6nonc& 
x e M s si et seulement s ix  appartient h un cycle de f qui est aussi une 
chaine dont x est le plus petit 616ment. 
En cons6quence, 
M~ = P~ si et seulement si tout cycle de f qui est aussi une chalne possede 
exactement un el6ment. 
Notons 6galement que 
(1) s i f  est croissante, alors M s = Pf; 
(2) s i f  est d6croissante, alors M s = Qr- 
Supposons, en effet, f d6croissante t x e Mf; alors x<~f(x) et x~<f2(x) et done 
f(x)>~f2(x). Comme f2 est croissante, on en d6duit f(x)<~f3(x)<~fS(x)<~ . . .  et 
f2(x)<~f'*(x)~f6(x)<~.... Done f2(x)~<fJ(x) pour tout ]>0 et f2(x)<~x; ainsi 
XE~f .  
Le thgorEme suivant g6n6ralise [2, Th6or~mes 1.1 et 1.2]. 
Th6or~me 1.1. Si Pest flni et si f: P---> P preserve ~, alors A (f) = x(M~). 
I~monstmfion. Notons que f (C)= C si et seulement si C c p est une r6union de 
cycles de f. Soit Ai., l'ensemble des chaines C de P, de longueur n et qui sont la 
r6union de i + 1 cycles de f. Soit Bi., l'ensemble des chaines C de Mr, de longueur 
ie t  telles clue card(I.Ja~c Cf~) = n + 1. Les applications cb : Ai., ---> B~, et ~:  B~, ---> 
Ai,, d6fmies par cb(C)=Cf'IMf et ff'(C) = [_JaEc C'fa sont inverses l'une de l'autre 
et done card Ai.,,=cardB~,,. Or T,(C~(/))=~ {e(f[ C)[C e.st chalne de P de 
longueur net  [(C)=C}, off e(cr) est la signature de la permutation or; d'ofi 
Z Z c): Z Z 
ieN CeA~.,, ieN C~A~.  
Ainsi, 
= ~ (-1)"- 'card A~..,,. 
iaN 
A( [ )= )". (-1)"T~(C.(/))=)".. (-1)" ~ (-1)"- 'card A~,, 
n~N n~N i~N 
= ~ (-1) ~ ~ card(B~,.)= ~ (-1)~ dim ~(Mr)= x(Mr). [] 
i,aNl n~N iqaN 
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Coro~ 1.2 (Baclawski et Bj6rner [2]). Soit P fini et f: P ~ P. S i f  est croissante, 
alors A(f)=x(P~); en particulier, si A( f )~O,  f a au moins un point five; s i f  est 
d~.croissante, alors A (f) = x( Q~). 
Coroilaire 1.3. Soit P 1ini ; si f :  P --~ P preserve ~ et si tout cycle de f qui est aussi 
une chafne poss~de au plus un ~l~ment, alors A( f )= x(P~). 
2. Ordonn~ d6montables 
Un ordonn6 P a la propri6t6 du point fixe si toute application croissante 
f :P---~ P a au moins un point fixe. On dit que Pest  contractile si IPI l'est, 
c'est-h-dire si IPI a le  type d'homotopie d'un point. Notons que si P poss~de un 
616ment comparable h tous les  autres 616ments de P, alors Pes t  contractile. 
Baclawski et Bj6rner [2] ont montr6 que si IP! a la propri6t6 du point fixe, alors P 
la poss~de aussi. Ainsi tout ordonn6 contractile fini a la propri6t6 du point fixe. 
Dans toute la suite, nous supposerons que l'ordonn6 P est fini. 
x E Pest  irr6ductible dans P s'il est couvert par exactement un 616ment de P ou 
s'il couvre exactement un 616ment de P. Pes t  d6montable [20] s'il peut s'6crire 
P =(xl ,  x2,. • •, x,} off x~ est irr6ductible darts P \{x l ,  x2, •. •, x~_l} pour tout i <n.  
x est reli6 h y dans P s'il existe une suite (x0, X l , . . . ,  x~} d'616ments de P telle 
que x = x0-x l -x2  . . . . .  x , _ t -x ,  = y. {x0, x l , . . . ,  x,} est alors un chemin de 
longueur n de x ~ y. 
Soit 
PP = {1': P --> P I [ est croissante}, prPl = {/,: p __> p I f pr6serve ~}; 
ces deux ensembles 6tant muni de la relation d'ordre 
f <- g ¢,  v x P, f(x) <- g(x). 
Consid~rons les 6nonc6s uivants: 
(D) Pes t  d~montable, 
(R) l' identit6 Ie est reli6e, dans pe, ~ une fonction constante, 
(C) P est contractile, 
(F) P a la propri~t~ du point fixe. 
On trouve clans [2] (voir aussi [11]) les r~sultats uivants: 
(D) ¢:0 (R) :::), (C) ~ (F), 
les r6ciproques des deux demi~res implications 6tant fausses. I1 est donc naturel 
de chercher h affaiblir (R) ou (D). Consid6rons la condition 
(R1) Ip est reli6, dans ptP3, h une fonction constante. 
I1 est clair que (R)~ (R1), puisque pPc  prP~. La r6ciproque est un peu sur- 
prenante. Elle s'obtient en modifiant convenablement un argument de [2, 
Th6or~me 4.1]. 
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Th6ol'~me 2.1. (R1) ::), (D) et doric (R0 ¢:~ (R) ¢~ (D). 
D6monstration. Soit {I~,, fl, f2 , - . - ,  f,} un ehemin de ptP] reliant Ie h une fonction 
eonstante. On peut, sans perte de g6n6ralit6, supposer Ir,<f~, i.e. V x~P,  
x ~<fl(x) et Ip¢ fl- Soit a un 616ment maximal de {x lx  <fl(x)} et soit c ~ P tel 
que a ~<c < f~(a). Un tel ces t  irr6duetible ar s i c  <b,  alors a <b et, en vertu du 
ehoix de a, b = f l (b ) -  fl(a). Donc b = f l(a) puisque tous deux eouvrent c. Ainsi 
f~(a) est le seul 616ment couvrant c. 
Soit maintenant P' = P\{c} et ['i :P'--> P' d6fini par ri(x) = ~(x) si ~i(x) ¢ c et 
f'i(x) = f l (a) s i / i  (x) = c. on  voit ais6ment que les f'~ pr6servent la comparabilit6 et 
relient l'identit6 de P' ~ une fonction constante. Le processus peut done 6tre 
repris et on conclu que Pest  d6montable. [] 
3. Ordonn~s eseamotables 
Pour C = P, posons Vc ={y e P I V x e C, y - x} et Wc = Vc \ C. En particulier 
Vx={y~P[  y- -x} et Wx=Vx\{x}. 
~it ion  3.1. x ~ P est dit escamotable dans Ps i  W~ est contractile, x est 
fortement escamotable dans P si l 'un au moins des ensembles W:= 
{Y ~ P I Y > x}, W:  = {y ~ P I Y < x} est contractile. Pes t  eseamotable (resp. forte- 
ment eseamotable) si P peut s'6crire P = {Xs, x2 , . . . ,  Xn} Oh rn est escamotable 
(resp. fortement eseamotable) clans P\{xl ,  x2 , . . . ,  x~-l} pour i = 1, 2 , . . . ,  n - 1. 
Proposition 3.2. S ix  est irr~dutible darts P, alors il est fortement escamotable darts 
P. Tout ordonn~ d~montable est fortement escamotable. 
D6nmnstration. Si x est irr6ductible dans P, l 'un des deux ensembles W +, W= 
poss~de un 616ment comparable ~tous les autres et est donc contractile. [] 
Remm'que 3.3. On d6montrera plus loin qu'un ordonn6 fortement escamotable 
est escamotable et qu'un ordonn6 escamotable est contractile. 
Rival [20] fournit l 'exemple suivant (Fig. 1) d'un ordonn6 R non d6montable 
mais ayant la propri6t6 du point fixe. En fait, R s'6crit R = {a, b, g, h, [, i, d, e, c} et 
est fortement escarnotable. I1 a done la propri6t6 du point fixe. 
~ i t ion  3.4. A ~ Pest  un r~.tracte par d~ormation de P s'il existe une applica- 
tion continue h :IPI × I---> IPI telle que 
(1) h(x, t )=x, V (IPIx{0})U(IAIx X), 
(2) h(IPIx{1}) = IAI. 
On dit alors que h d6fmit une r6traction par d6formation de P sur A.  
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i h 
a c b 
Fig. 1. 
Le th~or~me suivant d6coule imm~diatement du th&)r~me correspondant bien 
connu en topologie. 
Th6or~me 3.5. Si A est un rk.tracte par d~.formation de P, alors Pest  contractile si et 
seulement si A est contractile. 
Nous pouvons maintenant caract6riser les 616ments escamotables. 
Proposition 3.6. x est escamotable darts P si et seulement si W~ est r~tracte par 
d~.formation de V,,. 
~nstmt ion .  Si W,~ est r&racte pax d6formation de V~, comme V~ est contrac- 
tile, poss6dant un ¢$16ment comparable h tous les autres, alors, en vertu du 
Th6or~me 3.5, W~ est contractile, c'est-~t-dire que x est escamotable clans P. 
R6ciproquement, s ix  est escamotable dans P, il existe alors une application 
continue H:  [W~l x I---> I telle que H(y, 0) = yet  H(y, 1) = c, pour tout y ~ I w l. 
Chaque y ~ lEvi s'6erit d'une mani~re unique sous la forme y = tvx +(1-ty)z~, oh 
t,~I et z~lW~l; posons h(y , t )=( ty -~)x+(1- t~+~)H(z~,  ) .  h:lV~l×I~ 
Iv~l est bien d6fini, car si ( res t  un simplexe de W~ avec H(z~, n,)~l~l, alors 
or U{x} est un simplexe de V~ tel que h(y, t)~ I~u{x}l c Ivxl. Enfm h est continue 
et v6rifie les conditions de la D6fmition 3.4 avec V~ = Pet  W~ = A. [] 
Prolmsition 3.7. S ix  est escamomble darts P, alors P \{x}  est un r~.tracte par 
d~.[ormation de P. 
I~monstral ion.  D'apr~s la proposition pr~c&tente, il existe une application 
h:[V~[ x I--> IVy] qui d6finit une r6traction pax d6formation de [V~I sur ]W~]. 
Posons h(y,t)=h(y,t) si Y~IV~[ et /~(y,t)=y si y~lPk{x}l. Comme 
Iek{x}lnlgxl=lw~l et que, pour y~lWxl, h(y, t )=y,  il est clair que ~: le l× I~ 
IPI est bien d6finie et continue. Le reste de la d6monstration est 6vident. [] 
Th6Ol~me 3.8. Si Pes t  escamotable, alors P est contractile. 
~n~tra l ion .  Pax hypoth~se, P = {xl, x2 , . . . ,  x~} oh x~ est escamotable darts 
Pi={x~,. . . ,  x,} pour i = 1, 2 , . . . ,  n -1 .  D'apr~s la Proposition 3.7, P~+x = P~\{x~} 
est r6tracte pax d6formation de Pi. Ainsi P,  ={x~} est r6traete par d6formation de 
P~ = Pet ,  pax consequent, Pes t  contractile. [] 
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Fig. 2. 
Remar~e 3.9. Rival [20] montre que si y ~ Pest  irr6ductible darts P, alors P a la 
propri6t6 du point fixe si et settlement si P\{y} l'a. La situation est ditt6rente pour 
les points escamotables. Rival [22] fournit l'exemple suivant (Fig. 2) d'un ordonn6 
P non d6montable mais ayant la propri6t6 du point fixe. En ajoutant un point x 
comme indiqu6 sur la figure, x est escamotable dans P U {x} et pourtant P U {x} 
n'a plus la propriGt6 du point fixe. 
4. Coupures 
A c P est une coupure de Ps i  toute chalne maximale de P recontre A. On 
v6rifie ais6ment que A est une coupure de Psi, et seulement si, pour toute chaine 
non vide C cP \A ,  WcAA~ fL Le th6or~me suivant fournit une condition 
nouveUe pour assurer la propri6t6 du point fixe et iouera un r61e important dans 
la suite. 
Th6ol~me 4.1. Si B c p saris[air ~t la condition 
pour toute cha~ne non vide C c p \ B, Wc NB est contractile, (,) 
alors, 
(1) tout x ~ P \ B est escamotable darts P, 
(2) Best  rF.tracte par dZ'fonnation de P; et par suite, 
(3) P est contractile si, et seulement si, B l'est. 
I I~mo~ai ion .  On proc~de par r6currence sur le nombre d'616ments de P \ B. Si 
card(P \B)=0 le r6sultat est clair. Supposons l'6nonc6 vrai pour tout couple 
(P,B) avec card(P \B)<n et soit (P, B) satisfaisant h (*) avec card(P\B)=n.  
Prenons xeP\B  et soit P '= Wx, B'= W~NB. 
Le couple (P', B') satisfait hla condition (*). En effet, soit Cune chalne non vide 
de P ' \B ' ;  alors CU{x} est une chalne de P\B  et (WcNP' )NB'= wcnw~nB =
Wcu~nB,  qui est contractile par hypoth~se. Ainsi (P',B') satisfait ~ (*) et 
comrne card(P ' \B ' )< n, alors (P', B') v6rifie (1) et (2) de l'6none6. Mais, en vertu 
de (*), avec C ={x}, B' = W~NB est contractile; done P' = W~ l'est aussi, ce qui 
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signifie que x est escamotable dans P et done que P \{x} est r6tracte par 
d6formation de P (Proposition 3.7). 
Le couple (P\{x}, B) satisfait lui aussi ~t (*), car si C est une ehaine non vide 
de (P \{x}) \B ,  alors e'est une ehaine de P\B  et (wcn(P \{x}) )AB = WcAB qui 
est contractile. Comme card((P \{x}) \ B) < n, B est r6traete par d6formation de 
P\{x} et, par eons6quent, aussi de P. Finalement, (3) d6coule du Th6or~me 
3.5. []  
Corollaire 4.2. Soit B ~ P et supposons que, V x ~ P \ B, V y ~ B, on a x ~ y; alors, 
si Best  contractile, P l'est aussi. 
I~monstral ion.  Si C est une ehalne non vide de P\B ,  alors Wc D B et donc 
WcAB = B qui est contractile; la condition ( . )  est done v6rifi6e et on applique le 
Th6or~me 4.1. [] 
Corollaire 4.3. S ix  est fortement escamotable clans P, alors il est escamotable darts 
P. Ainsi un ordonn~ fortement escamotable est escamotable. 
I~monstrat ion.  Si B = {y I Y > x} est contractile, alors, d'apr~s le Corollaire 4.2, 
W~ est contractile. [ ]  
Une partie A de Pest  semi-born6e dans Ps i  A est major6e ou minor6e dans 
P. A est coh6rente (voir [2]) si toute partie non vide et semi-bom6e de A poss&te 
une borne sup6deure ou une borne inf6deure dans P. Pour A c P soit 
PA ={xeP I : IA '=A,  A '#f J  et x = sup A '  ou x = inf A~}. 
Definition 4.4. On dit clue A est semi-bom~ par B dans Ps i  B ~ PA et si, pour 
toute partie non vide A '  de A telle que sup A '  ou inf A '  existe dans P, alors au 
moins un des deux est dans B. En particulier, A c B. 
Lemme 4.5. Supposons que A est une coupure coh~rente de P et que A est 
semi-born~ par B darts P; si C est une cha~ne non vide de P \B ,  alors A '  = WcOA 
est une coupure coh~rente de P' = WcAB et A '  est semi-born~ par B'  = PA, n B clans 
p~. 
D~monslrallon. (a) A '  est une coupure de P'. Soit, en effet, Dune  ehaine 
maximale de P';  alors D U C est une ehalne de P qui se prolonge h une ehaine 
maximale D '  de P. A 6rant une coupure de P, il existe a ~ D '  A A ;  mais alors 
a ~ Vc, d'ofa a ~Vc  OA = Wc AA = A '  et D U {a} est une ehaine de P',  d'o~ a ~ D. 
(b) A '  est coh6rente et semi-bom6e par B'  darts P'. Soit, en effet, A"  une 
partie non vide de A '  et semi-bom6e dans P';  elle est alors semi-bom6e darts P; 
ainsi sup A", ou inf A", existe et l'un des deux au moins, disons sup A",  est clans 
B. Or A '  c Vc d'ofl PA, c Vc et sup A"  ~PA, nB  c VcAB = WcAB = P', ce qui 
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montre que la coupure A '  est coh6rente dans P' et que A '  est semi-born6e par 
PA, n B dans P'. [] 
La th6or~me suivant est tr~s apparent6 au [4, Th6or~me 2.3] (voir aussi [2, 
CoroUaire 2.6 ou Proposition 3.1]). 
Th6or~me 4.6. Si A est une coupure coh~rente de P et si A est semi-bom~.e par B 
darts P, alors tout x ~ P \ B est escamotable dans P, Best  r~tracte par d~ormation de 
Pet  en cons&luence Pest  contractile si et seulement si B l'est. 
~nst ra t ion .  En vertu du Th6or~me 4.1, il suffit de montrer, par r6currence 
sur le hombre d'616ments de P, que le couple (P, B) satisfait ~t la condition (*). Si 
card P = 1, c'est clair. Supposons que ce soit vrai lorsque card P < net  soit P, A, 
B comme dans l'6nonc6 avec card P = n. Si C est une cha~ne non vide de P \ B, 
posons A'  = A O Wc, P' = B n Wo B' = PA' OB. D'apr~s le lemme pr6c6dent, A '  
est une coupure coh6rente de P' et A '  est semi-bom6e par B' dans P'. Puisque 
Cq: P', alors card P' < net  en vertu de l'hypoth~se d'induction, le couple (P', B') 
satisfait ~ la condition (*); ainsi (Th6or~me 4.1) B'  est r6tracte par d6formation de 
P'. Si l 'on montre que B'  est contractile, alors P' = B n Wc sera contractile t cela 
6tablira la condition (*) pour (P, B). 
Or B'  est contractile car il poss~de un 616ment comparable ~tOllS les 616ments 
de B': soit veC;  alors A 'c  V~, et A'=A+OA - o~ A+ ={x~A' ]x>~v},  A -= 
{x e A '  [ x <~ v}; Fun au moins des ensembles A +, A -  est non vide et semi-born6 
dans Pet  donc Fun au moins des quatre 616ments sup A +, inf A +, sup A - ,  inf A -  
existe et est dans B; il est donc dans PA, AB  =B'  et comparable h tous les  
616ments de B'. [] 
Exemple 4.7. L'ordonn6 P suivant (Fig. 3) ne poss&te aueune coupure coh6rente 
et pourtant la partie B de P form6e des 6 616merits de P qui ne sont ni maximaux 
ni minimaux satisfait h la condition (*). Comme B est contractile, P l'est. 
Le Th6or~me 4.1 permet done d'obtenir la propri6t6 du point fixe h partir de 
coupures non coh6rentes. 
Fig. 3. 
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5. Points fixes et compl6ments 
Une suite finie {x0, xl, x2, . . . , X,n~ d'616ments de Pest  un therein de lon. gueur n 
de x t~ y s ix  = Xo-X l -X2  . . . . .  x~_ l~x~ = y. C'est un therein inf6rieur si 
Xo 1> xl, un chemin sup6rieur si Xo ~< x~. Pes t  n-connexe par le bas (resp. par le 
haut) s'il existe un x e P tel que, pour  tout y ~ P\{x},  il y a un chemin inf6deur 
(resp. sup6rieur) de longueur n de x h y, et s in  est le plus petit  entier avec cette 
propri6t6. Pes t  n-connexe s'il existe un x ~ Pet ,  pour tout y ~ P\{x},  un chemin 
de longueur n de x h y, et s in  est le plus petit entier ayant cette propri6t6. 
On voit ais6ment par exemple qu'un treillis Les t  non compl6ment6 si et 
seulement si F~ =L\{0 ,  1} est 1-connexe ou 2-connexe. Pour x, y e P, soit 
d(x, y)= longueur du plus court chemin inf6rieur de x h y. 
Posons 
X V y = {X'n-1 [ {X0, X1, - - - ,  X'n-1, Xn} est un chemin  in f6r ieur  
de x h y de longueur minimale} 
= {z [ d(x, z) = d(x, y) -  1 et z - y}. 
D6tn l t ion  5.1. P est dit real compl~.ment~, par le has s'il existe x e P tel que x V Y 
est contractile pour tout y ~ P\{x}.  
Le th6or~me de Baclawski et B j6mer  [3] sur les treini.~ non compl6ment6s 
d6coulera ais6ment du th6or~me suivant. 
"I'a6or~me 5.2. Tout ordonn~, real compl~.ment~, par le bas est contractile t a donc 
la propr/~t~ du point fixe. 
D6mo~trat iom Si Pes t  mal compl6ment6 par le bas, il est n-connexe par  le bas 
pour  un certain n. S in  = 0 ou 1, P est sftrement contracti le car il a un plus grand 
616ment. Supposous le th6or~me vrai pour tout ordonn6 n-connexe par  le bas et 
supposons P (n + 1)-cormexe par  le bas. Soit B = {y e P [  d(x, y)~< n}; fl est clair 
que B est real compl6ment6 par  le bas et n-connexe par  le bas. En  vertu de 
l 'hypoth~se d' induction, B est contracti le. I1 suflit maintenant  de d6montrer  que la 
condit ion (*) du Th6or~me 4.1 est v6rifi6e. 
Soit C une chaine non vide de P \ B. Pour la simplicit6 de l'expos6, supposons n
pair, le cas impair se traitant de la m6me fa~an. Si y est le plus grand 616ment de 
C, un chemiu inf&ieur de longueur minimale de x h y est n6cessairement de la 
fo~aie x = Xo~Xl <x2> x3 <-  - • <x~ > x~+l = y. Montrons que B N Wc=X V y. Si 
z ~B I"1Wc, d(x, z) = i <~ n, puisque z q B. Mais, comme z ~ y, on a d(x, y) ~ i + 1 
d 'oh n + 1 <~ i + 1 et i = n. Ainsi z ~ x V y. Inversement,  si z ~ x V y, alors d(x, z) = 
net ,  comme n est pair, z > y, d 'oh  z ~ B f3 Wo Ainai, P 6tant real compl6ment6 
par  le bas, B N Wc=x V y est contracti le t le Th6or~m¢ 4.1 s'applique. [ ]  
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Corollnire 5.3. Soit L un treillis; si f, =L\{0 ,  1} est 2-connexe par le has, alors L 
est contractile. 
D6monstration. Soit x un 616ment de / [  tel que, pour tout y ~ L \{x}, il y a un 
chemin inf6rieur de longueur 2 de x ~t y. Si x ~>y, alors xVy  ={x} qui est 
contractile; si x;~y, alors xVy={t~L l t~x  et t~<y} poss~de un plus grand 
616ment x ^  y et est done contractile. [ ]  
Coro~ 5.4 (Baclawski et B j6mer [3]). Soit L un treillis et x ~ L. Si B c Les t  tel 
que {y e L I x ^  y = 0 et x v y = 1} c B c {y e L I x ^  y = 0}, alors L \Best  contractile. 
D6monstmlion. I1 suffit de voir que/S  \B  est mal compl6ment6 par le bas. Soit 
y ~/_[ \ B, y # x. S ix  ^  y # 0, alors, comme dans la d6monstration pr6c&tente, x V Y 
est contractile. Si x^y =0,  alors, comme y6B,  xvy# 1 et x>~x<xvy>y est un 
ehemin de longueur 3 de / [  \ B. Sa longueur est minimale et ainsi x v y ~ x V y. Si 
z~xVy et z#xvy ,  alors xvy>y<z,  ee qui montre que xVy  est I ou 
2-connexe par le bas. Enfin, on voit ais6ment que x V Y t3 {0, 1} est un treillis et 
done, en vertu du eorollaire pr6e6dent, x V y est contractile. I Ine  reste qu'~ 
appliquer le Th6or~me 5.2. []  
Coro~ 5.5 (Baclawski et B j fmer  [2]). Soit Pun  ordonn& Si rensemble A des 
dl~ments minimaux de Pest  une coupure coh~rente t si le treillis PA O{0, 1} n" est 
pas compl~.ment~, alors Pes t  contractile. 
D6~nstml ion .  C'est une application imm6diate du corollaire pr6c6dent, avec 
B = 0, et du Th6or~me 4.6. []  
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